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布尔网络的代数表示

一个布尔网络可以用一个网络图来刻画. 网络中的每一个节点在每一时刻可以
取一个逻辑值, 即 0 或者 1. 每一条输入边表示另一个节点对它的作用. 而一个
节点的演化值则由这些作用组成的一个逻辑函数来确定. 我们考虑一个具有四
个节点的布尔网络.

图 1: 布尔网络结构图

节点 X1,X2,X3,X4 ∈ D = {0, 1} 在每个时刻 t 可取不同的逻辑值. 每个节点
在 t + 1 时刻的值是它的领域节点在 t 时刻的值的逻辑函数.
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布尔网络的代数表示

然而, 仅靠网络图不足以确定一个布尔网络, 我们还需要将网络的逻辑动态过
程用逻辑函数表出. 例如, 上述该布尔网络的动态方程表示为：

X1(t + 1) = X1(t) ∧ ¬X3(t),
X2(t + 1) = (X1(t) ∨ X3(t)) ∧ ¬X4(t),
X3(t + 1) = X2(t),
X4(t + 1) = ¬X1(t) ∧ (X2(t) ∨ X3(t)).

(1)

一般而言, n 个节点的布尔网络的动力学演化方程可以表示为

Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t)), i = 1, 2, · · · , n (2)

注

可以发现布尔网络(1)中的节点 X1 只与节点 X1 和 X3 有关, 事实上, 任一节点
的演化通常只与部分节点有关.
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布尔网络的代数表示

定义 1 (逻辑函数的有效变量)
给定一个逻辑函数 f (X1, · · · ,Xi , · · · ,Xn) : Dn → D, 变量 Xi ∈ D 为
f (· · · ,Xi , · · · ) 的有效变量, 若存在

X = (X1, · · · ,Xi−1,Xi+1, · · · ,Xn) ∈ Dn−1

使f (X ,Xi) ̸= f (X ,¬Xi), 否则, 称变量 Xi 为冗余变量. 当函数 f 中不包含冗余
变量, 则称其为最小表示.

一般地, 我们可以简化布尔网络(2)中每一节点的逻辑函数, 如下

Xi(t + 1) = f ′
i ([Xj(t)]j∈Ni ), i = 1, 2, · · · , n, (3)

Ni ⊆ {1, · · · , n} 包含了 fi 所有有效变量, 称 [Xj(t)]j∈Ni 为节点 Xi 的邻居.

定义 2 (网络结构图)

记布尔网络(3)的网络结构图为 G = (V,E), 其中, 集合 V = {1, 2, · · · , n} 为图
中的顶点集, E 为图中的所有有向边组成的集合, 即任一有向边 i → j 属于 E
(简记为 eij ∈ E), 当且仅当, Xi 是函数 f ′

j 的有效变量.
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记逻辑变量 X ∈ D = {1, 0} 的向量形式为x = X⃗ := δ2−X
2 ∈ ∆2. 利用向量表

示, 逻辑算子都可以用矩阵形式表示. 例如逻辑算子“非”的矩阵表达式为：

¬x = ¬X⃗ :=

[
0 1
1 0

]
x := Mnx .

定理 1
若 ⊕ 为二元逻辑算子, 则存在唯一逻辑矩阵 M⊕ ∈ L2×4, 使得

x ⊕ y = M⊕xy , x , y ∈ ∆2. (4)

表 1: 逻辑算子及其结构矩阵

名称 符号 矩阵记号 结构矩阵
非 ¬ Mn δ2[2, 1]
合取 ∧ Mc δ2[1, 2, 2, 2]
析取 ∨ Md δ2[1, 1, 1, 2]
蕴涵 → Mi δ2[1, 2, 1, 1]
等价 ↔ Me δ2[1, 2, 2, 1]
异或 ∨ Mp δ2[2, 1, 1, 2]

钟杰 数学科学学院，浙江师范大学 Email: jiezhong0615math@zjnu.edu.cn
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定理 2

设 xi ∈ ∆2, i = 1, 2, · · · , n. x = ⋉n
i=1xi . 则

xi = [1⊤
2i−1 ⊗ I2 ⊗ 1⊤

2n−i ]x . (5)

根据以上命题, 我们得到下面结论, 这对于网络演化的代数表示是很重要的.

定理 3

(i) 设 xi ∈ ∆2, i = 1, 2, · · · , n, J = {j1, j2, · · · , js} ⊂ {1, 2, · · · , n}, 则

⋉s
r=1 xjr = (S1 ⊗ S2 ⊗ · · · ⊗ Sn)x , (6)

这里

Si =

{
I2, i ∈ J ,
1⊤
2 , i ̸∈ J .

(ii) 若 xi 是概率向量, (6)仍然成立.
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定理 4
设 f (X1, · · · ,Xn) : Dn → D 为一 n 元布尔函数, 则存在唯一的逻辑矩阵
Mf ∈ L2×2n , 称为 f 的结构矩阵, 使得

δ
2−f (X1,X2,··· ,Xn)
2 = Mf ⋉n

i=1 xi , (7)

这里 xi = δ2−Xi
2 , i = 1, 2, · · · , n, ⋉n

i=1xi = x1 ⋉ x2 ⋉ · · ·⋉ xn.

令 xi = X⃗i , i = 1, 2, · · · , n. 于是, Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t)) 可以表示为

xi(t + 1) = Mi x(t), i = 1, 2, · · · , n, (8)

这里, Mi ∈ L2×2n 是 fi 的结构矩阵, i = 1, 2, · · · , n,

x(t) = ⋉n
i=1xi(t).

式(8)称为 Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t)) 的分量代数状态空间表示.
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当然, 对于 Xi(t + 1) = f ′
i ([Xj(t)]j∈Ni ) 也可以得到其分量代数状态空间表示.

xi(t + 1) = Ai ⋉j∈Ni xj(t), i = 1, · · · , n, (9)

其中, Ni 为节点 Xi 所有邻居的集合, Ai ∈ L2×2|Ni | 为函数 f ′
i : D|Ni | → D 的结

构矩阵. 假设 Ni = {bi
1, · · · , bi

|Ni |}, 且 1 ≤ bi
1 < bi

2 < · · · < bi
|Ni | ≤ n, 为确保

结构矩阵 Ai 的唯一性, 我们规定 ⋉j∈Ni xj(t) = xbi
1
(t)⋉ xbi

2
(t)⋉ · · ·⋉ xbi

|Ni |
(t).

值得注意的是, (9)与(8)之间可以相互转化.

定义 3
设 A ∈ Mp×n, B ∈ Mq×n, 则其 Khatri-Rao 积, 记作 A ∗ B, 定义为

A ∗ B := [Col1(A)⋉ Col1(B), · · · ,Coln(A)⋉ Coln(B)]. (10)

定理 5
记 x(t) = ⋉n

i=1xi(t), 则(2)可以表示为

x(t + 1) = Mx(t), (11)

这里 M = ∗n
i=1Mi ∈ L2n×2n 称为(2)的状态转移矩阵.
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例 1
考虑布尔网络(1), 可以计算得

x1(t + 1) = Mcx1(t)Mnx3(t)
= Mc(I2 ⊗ Mc)(I2 ⊗ 1⊤

2 ⊗ I2 ⊗ 1⊤
2 )x(t) = M1x(t),

这里 xi(t) = X⃗i(t) = δ
2−Xi (t)
2 ∈ ∆2, x(t) = ⋉4

i=1xi(t) ∈ ∆16,

M1 = Mc(I2 ⊗ Mc)(I2 ⊗ 1⊤
2 ⊗ I2 ⊗ 1⊤

2 )
= δ2[2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2].

类似地, 可以得到

M2 = δ2[2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2].
M3 = δ2[1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2].
M4 = δ2[2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2].

最后, 我们可以得到(1)的状态转移矩阵为

M = M1 ∗ M2 ∗ M3 ∗ M4

= δ16[14, 10, 6, 2, 16, 12, 8, 4, 13, 9, 13, 13, 15, 11, 16, 16].
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不动点和极限环

定义 4

1 状态 X∗ ∈ Dn 称为布尔网络(2)的不动点, 如果由 X(t) = X∗ 可得
X(t + 1) = X∗.

2 (X∗
0 ,X∗

1 , · · · ,X∗
p−1) 称为布尔网络(2)的长度为 p 的极限环, 如果

X∗
i ̸= X∗

j , 0 ≤ i ̸= j ≤ p − 1, 且由 X(t) = X∗
0 可得

X(t + i) = X∗
k , k = i mod p.

3 不动点和极限环统称为吸引子.

定义 5

1 状态 x∗ ∈ ∆2n 称为布尔网络(11)的不动点, 若 x∗ = Mx∗.
2 {δr0

2n , δ
r1
2n , · · · , δrp−1

2n } ⊆ ∆2n , 称为布尔网络(11)长度为 p 的极限环, 若
ri ̸= rj , 0 ≤ i ≠ j ≤ p − 1, 由 x(t) = δr0

2n 可得 x(t + i) = δ
rk
2n , k = i

mod p.
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吸引子的计算

定理 6
考虑布尔网络(2)及代数状态空间表示 x(t + 1) = Mx(t), 不动点个数 Ne 为

Ne = tr(M).

定理 7

记长度为 s 的极限环个数为 Ns , 则 Ns 可以由下列递推公式计算得到 N1 = Ne ,

Ns =
tr(Ms )−

∑
κ∈P(s)

κNk

s , 2 ≤ s ≤ 2n.
(12)

这里 P(s) 为 s 的真因子集合.

注

由 x(t + 1) = Mx(t) 可得 x(t) = Mtx(0).
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• 所有吸引子构成的集合称为极限集, 记作 Ω.
• 由于布尔网络的节点数是有限的, 因此所有状态都会在有限步之后进入极限
集, 称所有状态进入极限集的最小步数为过渡周期, 记作 Tt .
• 对于一个给定的状态 x0, 它进入极限集的最短时间称为它的过渡周期, 记作
Tt(x0), 显然, Tt = max

∀x∈∆2n
(Tt(x)).

考虑以下矩阵序列

M,M2, · · · ,M r ,

其中 r = (2n)2
n
+ 1, 由于 M 至多只有 (2n)2

n
种可能性, 因此该矩阵序列中必

有两个矩阵相等. 令 r0 < r 为使得 M i 在序列中重现的最小的 i . 于是, 存在
k > i 使得 M i = Mk . 准确地说,

r0 = arg min
1≤i<r

{M i ∈ {M i+1,M i+2, · · · ,M r}}. (13)

定理 8
式(13)中的 r0 就是系统(11)的过渡周期. 即 Tr = r0.
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吸引域

事实上, 布尔网络的状态集可以分为两类：
1 吸引子中的状态 x ∈ Ω, 它们永远属于固定的吸引子;
2 吸引子之外的状态 x ∈ ∆2n\Ω, 每个状态都会收敛到某个吸引子.

收敛到某个吸引子的状态的集合称为这个吸引子的吸引域. 记

Ω :=

k⋃
i=1

Ci ,

这里 {Ci |i = 1, 2, · · · , k} 为吸引子. 每个吸引子都有属于自己的吸引域, 且吸
引域之间两两不相交.

定义 6
Si ⊂ ∆2n 称为吸引子 Ci ∈ Ω 的吸引域, 如果从 Si 出发的轨线都会收敛到 Ci ,
同时, 收敛到 Ci 的初始状态都在 Si 中.
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注意到, {Si |i = 1, · · · , k} 是互不相交的, 因此它们构成了状态空间 ∆2n 的一
个分割, 满足 ∆2n =

⋃k
i=1 Si .

设 p ∈ ∆2n , C ⊂ ∆2n , 令

M−1(p) := {q|Mq = p}, M−r (p) := {q|M r q = p},
M−1(C) := {q|Mq ∈ C}, M−r (C) := {q|M r q ∈ C}.

定理 9

Si = Ci ∪ M−1(Ci) ∪ M−2(Ci) ∪ · · · ∪ M−Tt (Ci). (14)

给定 p ∈ Ci , 下面命题给出如何寻找 M−r (p), r = 1, · · · ,Tt .

定理 10 {
M−1(p) = {δj

2n |Colj(M) = p},
M−r (p) = {δj

2n |Colj(M r ) = p}, r = 2, · · · ,Tt .
(15)

注

由 x(t + 1) = Mx(t) 可得 x(t) = Mtx(0).
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例 2
给定布尔网络 

X1(t + 1) = X2(t) ∧ X3(t),
X2(t + 1) = ¬X1(t),
X3(t + 1) = X2(t) ∨ X3(t).

(16)

则代数表达式为

x(t + 1) = Mx(t), (17)

M = δ8[3, 7, 7, 8, 1, 5, 5, 6]，r0 = 3, M3 = M7, 则过渡周期为 Tt = 3.
显然, tr(Mt) = 0, t ≤ 3, tr(M4) = 4, 且 N4 = 1, 由定理7, 该系统只有一个长
度为 4 的极限环, 又由

M4 = δ8[1, 3, 3, 1, 5, 7, 7, 3], (18)

可知 M4δi
8 = δi

8, i = 1, 3, 5, 7, 所以, 极限环为 {δ18 , δ38 , δ58 , δ78}. 给定 δ58 , 可得
Col6(M) = Col7(M) = δ58 , 因此 M−1(δ58) = {δ68 , δ78}, 类似地, 可以得到

M−2(δ58) = {δ28 , δ38 , δ88}, (19)
M−3(δ58) = {δ18 , δ48}. (20)
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1 基础知识
布尔网络的结构分析
布尔控制网络的能控性

2 进阶导读
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布尔控制网络的代数状态空间表示

与布尔网络类似, 布尔控制网络也可用网络图来表示. 不同的是, 在布尔控制网
络的网络图中存在输入和输出节点. 例如, 图2为一布尔控制网络的结构图.

图 2: 布尔控制网络结构图

同样地, 网络图不能完全反映布尔控制网络的所有信息, 节点间的逻辑关系仍
需要一个动态方程来刻画. 例如, 一个网络动态系统为{

X1(t + 1) = (X1(t) ↔ X2(t)) ∨ U1(t),
X2(t + 1) = ¬X1(t) ∧ U2(t),

(21a)

Y (t) = X1(t) ∨ (¬X2(t)). (21b)
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布尔控制网络的代数状态空间表示

一般地, 一个具有 n 个网络节点, m 个输入以及 p 个输出节点的布尔控制网络
可以被描述为：

Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t),U1(t), · · · ,Um(t)), i = 1, · · · , n (22a)
Yk(t) = hk(X1(t), · · · ,Xn(t)), k = 1, · · · , p. (22b)

类似可以得到(22)的分量代数状态空间表达式为

xi(t + 1) = Mi u(t)x(t), i = 1, 2, · · · , n, (23a)
yk(t) = Hkx(t), k = 1, 2, · · · , p. (23b)

从而可以得到(22a)以及(22b)的代数状态空间表达式

x(t + 1) = Mu(t)x(t), (24a)
y(t) = Hx(t), (24b)

这里 M = ∗n
i=1Mi ∈ L2n×2n+m , H = ∗p

k=1Hk ∈ L2p×2n .
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布尔控制网络的能控性

考虑布尔控制网络(22a):

Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t),U1(t), · · · ,Um(t)), i = 1, . . . , n.

定义 7

设状态 X0,X d ∈ Dn.
(i) 称系统(22a)可以从 X0 控制到 X d , 如果存在 0 < T < ∞, 以及一个控制
序列 {U(0),U(1), · · · ,U(T − 1)}, 使得系统(22a)在该控制序列下, 其轨
线能从 X(0) = X0 到 X(T ) = X d .

(ii) 称系统(22a)在 X0 能控, 如果对任何 X ∈ Dn, X0 到 X 均能控.
(iii) 称系统(22a)到 X d 可达, 如果对任何 X ∈ Dn, X 到 X d 均能控.
(iv) 称系统(22a)（完全）能控, 如果对任何 X1,X2 ∈ Dn, X1 到 X2 均能控.
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定义 8

(i) 设 a, b ∈ D, 则

a +B b = a ∨ b, (25)
a ×B b = a ∧ b (26)

(ii) 设 A = (ai,j) ∈ Bm×s ,B = (bi,j) ∈ Bs×n,C = (ci,j) ∈ Bm×n, 则

A ×B B = C , (27)

这里

ci,j =

s∑
k=1

Bai,k ×B bk,j . (28)

(iii)

A(k) = A ×B A ×B · · · ×B A︸ ︷︷ ︸
k

. (29)
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回顾 x(t + 1) = Mu(t)x(t), 定义

T :=
2m∑
i=1

BMδi
2m . (30)

称 T ∈ B2n×2n 为系统的状态转移矩阵. 进一步定义系统的能控性矩阵如下：

C :=

2n∑
i=1

BT (i). (31)

定理 11

考虑布尔控制网络(22a)及代数状态空间表达式 x(t + 1) = Mu(t)x(t). 设状态
X0,X d ∈ Dn, x0 = X⃗0 = δj

2n , xd = X⃗ d = δi
2n , 能控性矩阵为 C = (ci,j).

(i) 系统(22a)可以从 X0 控制到 X d , 当且仅当, ci,j = 1.
(ii) 系统(22a)在 X0 可控, 当且仅当, Colj(C) = 12n .
(iii) 系统(22a)到 X d 可达, 当且仅当, Rowi(C) = 1⊤

2n .
(iv) 系统(22a)可控, 当且仅当, C = 12n×2n .
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例 3
回顾布尔控制网络(21), {

X1(t + 1) = (X1(t) ↔ X2(t)) ∨ U1(t),
X2(t + 1) = ¬X1(t) ∧ U2(t). (32)

可以得到其分量代数状态空间表达式为{
x1(t + 1) = δ2[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1]u(t)x(t),
x2(t + 1) = δ2[2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2]u(t)x(t). (33)

从而, 代数状态空间表达式为

x(t + 1) = δ2[2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 3, 1, 2, 4, 4, 2]u(t)x(t). (34)

直接计算得

T =


0 0 1 1
1 1 1 1
0 0 1 0
0 1 1 0

 . (35)

进而可得

C =
4∑

i=1
BT(i)

=


1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 1 0
1 1 1 1

 . (36)

由定理11可得, 该布尔控制网络仅在 δ34 可控, 到 δ14 , δ
2
4 , δ

4
4 可达, 且系统不可控.
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1 基础知识

2 进阶导读
布尔控制网络的集合能控性
稳定性与镇定性
牵制控制
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考虑布尔控制网络(22a), 其节点集合为 N = {1, 2, · · · , n}, 状态集合为 2N , 设
P0 和 Pd 为两个状态子集的集合, 记作

P0 := {s01 , s02 , · · · , s0α}, Pd := {sd
1 , sd

2 , · · · , sd
β}, (37)

这里 s0i ⊂ 2N , sd
j ⊂ 2N 均为状态集合的子集. P0 为初始集, Pd 为目标集.

定义 9

(i) 系统(22a)称为从 s0j ∈ P0 到 sd
i ∈ Pd 集合能控, 如果存在 x0 ∈ s0j 及

xd ∈ sd
i , 使得(22a)可以从状态 x0 控制到状态 xd .

(ii) 系统(22a)称为在 s0j ∈ P0 集合能控, 如果对任何的 sd
i ∈ Pd , 系统(22a)从

s0j ∈ P0 到 sd
i ∈ Pd 均集合能控.

(iii) 系统(22a)称为到 sd
i ∈ Pd 集合能达, 如果对任何的 s0j ∈ P0, 系统(22a)从

s0j ∈ P0 到 sd
i ∈ Pd 均集合能控.

(iv) 系统(22a)称为从 P0 到 Pd完全集合能控, 如果系统(22a)从任何 s0j ∈ P0

到任何 sd
i ∈ Pd 均集合能控.
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设 W = {ω1, ω2, · · · , ωn} 为一有限集. (i) s ⊂ W , s 的示性向量, 记作
V (s) ∈ Rn, 定义为：

(V (s))i =

{
1, ωi ∈ s,
0, ωi ̸∈ s. (38)

(ii) 设 P = {s1, s2, · · · , sr} ⊂ 2W . P 的示性矩阵, 记作 J(P) ∈ Bn×r , 定义为：
J(P) = [V (s1),V (s2), · · · ,V (sr )] (39)

回顾(37)给定的初始集合集与目标集合集. 记 J(P0) := J0, J(Pd) := Jd . 记
CS 为集合能控性矩阵, 定义为：

CS := J⊤
d ×B C ×B J0 ∈ Bβ×α, C是原系统的能控性矩阵. (40)

定理 12

考虑布尔控制网络(22a)以及(37)所给定的初始集合集与目标集合集. 其相应的
集合能控性矩阵 CS = (ri,j) 由(40)定义. 那么,

(i) 系统(22a)从 s0j 到 sd
i 集合能控, 当且仅当, ri,j = 1.

(ii) 系统(22a)在 s0j 集合能控, 当且仅当, Colj(CS) = 1β .
(iii) 系统(22a)到 sd

i 集合能达, 当且仅当, Rowi(CS) = 1⊤
α .

(iv) 系统(22a)从 P0 到 Pd完全集合能控, 当且仅当, CS = 1β×α.
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布尔网络的稳定性

考虑系统

x(t + 1) = Mx(t),

定义 10
如果系统(11)有且仅有一个唯一的不动点作为吸引子, 则称(11)是全局稳定的.
此外, 给定一个状态 x∗ ∈ ∆2n , 系统(11)称为全局稳定到 x∗, 若对任一
x0 ∈ ∆2n , 存在 T (x0) ∈ N, 满足以下条件成立,

x(t; x0) = x∗, ∀t ≥ T (x0). (41)

定理 13

1 若系统(11)的网络结构图是无环的, 则(11)是全局稳定的.
2 此外, 给定状态 x∗ ∈ ∆2n , 系统(11)是全局稳定到 x∗ 的, 当且仅当, 存在

T ∈ N, 使得以下等式成立,

Col(M(k)) = {x∗}, ∀k ≥ T .

钟杰 数学科学学院，浙江师范大学 Email: jiezhong0615math@zjnu.edu.cn
逻辑动态系统 31 / 51



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .基础知识
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .进阶导读

布尔控制网络的镇定性及控制器设计

考虑布尔控制网络 (27a): x(t + 1) = Mu(t)x(t).

定义 11
给定一个状态 x∗ ∈ ∆2n , 系统(24a)称为全局镇定到 x∗, 若对任一 x0 ∈ ∆2n , 存
在控制序列 u 以及正整数 T (x0, u), 满足 x(t; x0, u) = x∗, ∀t ≥ T (x0, u).

记
Ek(r) = {x0 :存在u(0), · · · , u(k − 1),使得x(k; x0, u(0), · · · , u(k − 1)) = δr

2n}.
(1) 若 δr

2n ∈ E1(r), 则 Ek(r) ⊆ Ek+1(r).
(2) 若 E1(r) = {δr

2n}, 则 Ek(r) = {δr
2n}, ∀k ≥ 1.

(3) 若存在 j ≥ 1 使得 Ej+1(r) = Ej(r), 则 Ek(r) = Ej(r), ∀k ≥ j.

定理 14

给定一个状态 x∗ = δr
2n ∈ ∆2n , 系统(24a)是全局镇定到 x∗ 的, 当且仅当, 以下

条件成立,
(i) δr

2n ∈ E1(r),
(ii) 存在一个正整数 T ≤ 2n − 1, 使得 ET (r) = ∆2n .
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状态反馈增益矩阵的设计

下面, 设计如下状态反馈控制器实现(24a)全局镇定到 x∗,

u(t) = Fx(t), F称为状态反馈增益矩阵. (42)

回顾布尔控制网络(24a), x(t + 1) = Mu(t)x(t), M = δ2n [α1, α2, · · · , α2n+m ].
假设定理14中 (i) 与 (ii) 均满足, 即(24a)反馈全局镇定到 x∗ = δr

2n . 则

∆2n = E1(r) ∪ (E2(r)\E1(r)) ∪ · · · ∪ (ET (r)\ET−1(r)). (43)

对任一 1 ≤ i ≤ 2n 及对应的满足 δi
2n ∈ Eli (r)\Eli−1(r) 的 li .

1 若 li = 1, 找到满足α(pi−1)2n+i = r的整数 1 ≤ pi ≤ 2m;

2 若 2 ≤ li ≤ T , 找到满足δ
α(pi−1)2n+i
2n ∈ Eli−1(r)的整数 1 ≤ pi ≤ 2m.

从而, 状态反馈增益矩阵可设计为

F = δ2m [p1, p2, · · · , p2n ],

且布尔控制网络在状态反馈控制器 u(t) = Fx(t) 下全局镇定到 x∗ = δr
2n .
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例 4  X1(t + 1) = ¬U1(t) ∧ (X2(t) ∨ X3(t))
X2(t + 1) = ¬U1(t) ∧ U2(t) ∧ X1(t)
X3(t + 1) = ¬U1(t) ∧ (U2(t) ∨ (U3(t) ∧ X1(t))),

(44)

则得到该系统的代数表达式如下

x(t + 1) = Mu(t)x(t), (45)

其中,

M = δ8[8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8,

1, 1, 1, 5, 3, 3, 3, 7, 1, 1, 1, 5, 3, 3, 3, 7, 3, 3, 3, 7, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 4, 8].

假设希望设计控制器 u(t) = Fx(t) 实现(45)全局镇定到 δ38 . 首先, 我们可以得到
E1(3) = {δ18 , δ

2
8 , δ

3
8 , δ

5
8 , δ

6
8 , δ

7
8}, ��E1(7) = {δ48 , δ

8
8}, 可以得到 ∆8 = (E1(3) ∪ E1(7)). 由定理14, 系

统(45)是全局镇定到 δ38 .
接下来, 可以得到,

l1 = l2 = l3 = l5 = l6 = l7 = 1, l4 = l8 = 2,

且由矩阵 M, 对应地可以得到

p1 = p2 = p3 = p4 = 7, p5 = p6 = p7 = p8 = 5.

于是可以构造以下状态反馈增益矩阵以实现(44)在反馈控制器 u(t) = Fx(t) 下镇定到 δ38 ,

F = δ8[7, 7, 7, 7, 5, 5, 5, 5].
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基于状态转移矩阵的牵制控制

给定一个布尔网络

Xi(t + 1) = fi(X1(t), · · · ,Xn(t)), i = 1, . . . , n, (46)

其分量代数空间表达式为

xi(t + 1) = Mi x(t), i = 1, . . . , n, (47)

进一步, 我们可以得到(46)的代数表达式为

x(t + 1) = Mx(t), (48)

其中, M = ∗n
i=1Mi ∈ L2n×2n 为(46)的状态转移矩阵.

假设(48)不满足全局稳定到 X∗. 在此, 考虑施加如下牵制控制,
Xi(t + 1) = Ui(t)⊕i fi(X1(t), · · · ,Xn(t)), i ∈ Ξ

Xj(t + 1) = fj(X1(t), · · · ,Xn(t)), j ∈ [1, 2, · · · , n]\Ξ,
Ui(t) = gi(X1(t), · · · ,Xn(t)).

(49)

Ξ 为牵制节点集合, ⊕i 为逻辑算子, Ξ,⊕i , gi , 均需要被确定和设计.
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令状态反馈控制器 Ui(t) 的代数状态空间表示如下

ui(t) = Gi x(t), Gi为 gi 结构矩阵, i ∈ Ξ. (50)

考虑(49)的分量代数状态空间表示如下
xi(t + 1) = M⊕i ui(t)Mi x(t),

= M⊕i Gi(I2n ⊗ Mi)Φnx(t), i ∈ Ξ,
xj(t + 1) = Mjx(t), j ∈ [1, · · · , n]\Ξ,

(51)

这里, M⊕i ∈ L2×4 为逻辑算子 ⊕i 的结构矩阵.

我们改变(48)的状态转移矩阵 M, 实现系统全局稳定到 x∗ = δr
2n . 算法如下,

1 改变矩阵 M 的第 r 列为 δr
2n .

2 计算 δr
2n 的吸引域, 记为 E(δr

2n).

3 找到所有满足 δi
2n ̸∈ E(δr

2n), 让 Coli(M) 变为 E(δr
2n) 中的某一元素.
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• 根据上述算法, 我们可以得到一个新的矩阵, 记为 M′ ∈ L2n×2n , 且满足
E(δr

2n) = ∆2n , 即以 M′ 为状态转移矩阵的布尔网络满足全局稳定到 x∗ = δr
2n .

• 由 M′, 可得到新布尔网络每个节点演化函数 fi 的结构矩阵, 记为
M′

i , i = 1, · · · , n.
• 显然, 所有结构矩阵发生变化的节点构成的集合即为牵制节点集 Ξ.

给出新布尔网络的分量代数状态空间表示如下{
xi(t + 1) = M′

i x(t), i ∈ Ξ,
xj(t + 1) = Mjx(t), j ∈ [1, · · · , n]\Ξ. (52)

回顾(51), 设计 M⊕i ,Gi , i ∈ Ξ 的问题转化为求解以下方程组,

M⊕i Gi(I2n ⊗ Mi)Φn = M′
i , i ∈ Ξ, (53)

其中, M⊕i ,Gi , i ∈ Ξ 未知, 且该方程组已被证明是有解的.
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基于网络结构图的分布式牵制控制

利用布尔网络的状态转移矩阵来设计牵制控制器会产生较高的复杂度, 且控制
器的设计依赖于所有节点. 因此, 希望设计一种算法能够不依赖状态转移矩阵
来设计牵制控制实现系统全局稳定, 且反馈控制器不依赖于所有节点.
回顾布尔网络(3)

Xi(t + 1) = f ′
i ([Xj(t)]j∈Ni ), i = 1, · · · , n,

其代数表达式为(9),

xi(t + 1) = Ai ⋉j∈Ni xj(t), i = 1, · · · , n.

考虑施加牵制控制的布尔网络如下
Xi(t + 1) = Ui(t)⊕i f ′

i ([Xj(t)]j∈Ni ), i ∈ Ξ
Xj(t + 1) = f ′

j ([Xj(t)]j∈Ni ), j ∈ {1, 2, · · · , n}\Ξ,
Ui(t) = ki([Xj(t)]j∈Ni ), 称为分布式状态反馈控制器

(54)

Ξ 为牵制节点集合, ⊕i 为逻辑算子, Ξ,⊕i , ki , i ∈ Ξ, 均需要被确定和设计.
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基于网络结构图的分布式牵制控制

令状态反馈控制器 Ui(t) 的代数状态空间表示如下
ui(t) = Ki ⋉j∈Ni xj(t), Ki为 ki 的结构矩阵 i ∈ Ξ. (55)

于是, 可得到系统(54)分量代数状态空间:
xi(t + 1) = M⊕i ui(t)Ai ⋉j∈Ni xj(t),

= M⊕i Ki(I2|Ni | ⊗ Ai)Φ|Ni | ⋉j∈Ni xj(t), i ∈ Ξ,
xj(t + 1) = Aj ⋉j∈Ni xj(t), j ∈ {1, · · · , n}\Ξ,

(56)

M⊕i ∈ L2×4 为逻辑算子 ⊕i 的结构矩阵.

定义 12 (反馈弧集)

给定一个有向图, 反馈弧集包含了有向图中每一个环里的至少一条边. 基数最
小的反馈弧集称为最小反馈弧集.

回顾定理13, 若结构图无环, 则一定全局稳定, 但不一定稳定到期望状态 x∗. 为
实现系统(3)全局稳定到一个给定的状态 x∗ = δr

2n , 依次进行以下操作：
1 利用最小反馈弧集, 控制(3)中尽可能少的节点使得网络结构图无环.
2 找到需要进一步控制的节点, 并设计控制器使得(3)全局稳定到我们期望
的状态 x∗.
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首先, 记系统(3)的网络结构图 G 中的所有最小反馈弧集为
Ω1 = {e1

1 , · · · , e1
c2}, · · · ,Ωκ = {eκ

1 , · · · , eκ
c2}.

给定图 G = (V,E) 中的一条有向边 e ∈ E, 记 O−(e),O+(e) 分别为边 e 的起
点和终点.
那么, 对于最小反馈弧集 {Ω1, · · · ,Ωκ}, 可以找到一个对应终点个数最少的反

馈弧集, 记为 Ωζ = {eζ
1 , · · · , eζ

c2}, 且令 c1 = |
c2⋃

i=1

O+(eζ
i )|.

不妨设
c2⋃

i=1

O+(eζ
i ) = {ω1, · · · , ωc1}, ω1, · · · , ωc1 ∈ V. (57)

假设边 eζ

l11
, · · · , eζ

lϵ11
的终点均为 ω1, · · · ; 边 eζ

l1c1
, · · · , eζ

l
ϵc1c1
的终点均为 ωc1 . 此

外, 假设
lϵ11⋃

i=l11

O−(eζ
i ) = {θ11, · · · , θϵ11 };· · · ;

l
ϵc1c1⋃

i=l1c1

O−(eζ
i ) = {θ1c1 , · · · , θ

ϵc1
c1 }, 其中

θ11, · · · , θϵ11 , · · · , θ1c1 , · · · , θ
ϵc1
c1 ∈ V, 且 θ11 < · · · < θϵ11 , · · · , θ1c1 < · · · < θ

ϵc1
c1 .
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图3给出的是一个布尔网络的网络结构图,

图 3: 布尔网络结构图

我们可以发现 {e31, e41} 为一最小反馈弧集, O+(e31) ∪ O+(e41) = {1}, 且
O−(e31) ∪ O−(e41) = {3, 4}.
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目前, 集合 {xi : i = ω1, · · · , ωc1} 就是实现系统(3)全局稳定需要控制的牵制节
点集. 下面我们将介绍如何变化控制节点对应的结构矩阵以实现系统全局稳定.
首先, 利用交换矩阵, 对任一牵制节点 xi , i = ω1, · · · , ωc1 , 我们可以将
xi(t + 1) = Ai ⋉j∈Ni xj(t) 改写为

xi(t + 1) = Ai Wi ⋉j∈Ni
xj(t)⋉j∈Nc

i
xj(t)

= Ai ⋉j∈Ni
xj(t)⋉j∈Nc

i
xj(t).

同样地, 对于分布式状态反馈控制器 ui(t), 也可以将 ui(t) = Ki ⋉j∈Ni xj(t) 改
写为

ui(t) = Ki ⋉j∈Ni
xj(t)⋉j∈Nc

i
xj(t).

现在, (56)可以改写为
xi(t + 1) = M⊕i Ki(I2Ni ⊗ Ai)ΦNi ⋉j∈Nωi

xj(t)⋉j∈Nc
ωi

xj(t),
i ∈ {ω1, · · · , ωc1},

xj(t + 1) = Aj ⋉j∈Ni xj(t), j ∈ [1, · · · , n]\{ω1, · · · , ωc1}.
(58)

我们不难发现, 对于任一节点 xi , i = ω1, · · · , ωc1 , 若所有节点 xj , j ∈ Nc
ωi 对

xi 的作用被删除, 则(3)的网络结构图 G 是无环的, 从而系统(3)全局稳定.
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任意给定矩阵 Âω1 ∈ L
2×2

|Nω1 | , · · · , Âωc1
∈ L

2×2
|Nωc1

| , 计算

Ãω1 ∈ L
2×2

|Nω1
| , · · · , Ãωc1

∈ L
2×2

|Nωc1
| , 满足

Ãi = Âωi (I2|Ni | ⊗ 1⊤
2
|Nc

i |
), i = ω1, · · · , ωc1 . (59)

计算得到的矩阵 Ãi , i = ω1, · · · , ωc1 , 对构造无环的网络结构图具有重要作用.
就 xω1 而言, 若 xω1(t + 1) = Ãω1 ⋉j∈Nω1

xj(t)⋉j∈Nc
ω1

xj(t), 则节点 x1 的代数
演化过程可以表示为 xω1(t + 1) = Âω1 ⋉j∈Nω1

xj(t). 我们发现, 此时节点
xθ11 , · · · , xθϵ11 对 xω1 的作用被删除了, 即图 G 中的边 eζ

l11
, · · · , eζ

lϵ11
被删除了.

显然地, 若对每一个牵制节点 xi , i ∈ {ω1, · · · , ωc1}, 其演化过程都可以写成
xωi (t + 1) = Ãω1 ⋉j∈Nω1

xj(t)⋉j∈Nc
ω1

xj(t) 的形式, 则图 G 是无环的, 从而系
统(3)全局稳定.
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回顾(58), 设计分布式牵制控制(54)实现(3)全局稳定的问题转化为求解以下方
程组, 

Ãω1 = M⊕ω1
Kω1(I2|Nω1 | ⊗ Aω1)ΦNω1

,

· · · · · ·
Ãωc1

= M⊕ωc1
Kωc1

(I
2
|Nωc1

| ⊗ Aωc1
)ΦNωc1

.

(60)

这里, M⊕i ,Ki , i = ω1, · · · , ωc1 是未知的, 且该方程组已被证实是有解的.
目前为止, 我们实现了系统(3)的全局稳定, 为了方便, 我们记
Âi = Ai ,Ni = Ni , i ∈ {1, · · · , n}\{ω1, · · · , ωc1}, 则施加牵制控制后(3)的分量
代数表达式为

xs(t + 1) = Âs ⋉j∈Ns
xj(t), s = 1, 2, · · · , n. (61)

显然, 我们仅保证了(3)的全局稳定性, 但并不一定全局稳定到我们期望的状态
x∗, 记为 x∗ = δr

2n = ⋉n
i=1δ

ri
2 ∈ ∆2n .
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构造如下问题,

min c3 =
n∑

i=1

ξi

s.t.


ξi ∈ D, i = 1, · · · , n
Ǎi ∈ L

2×2|Ni | , i = 1, · · · , n
δri
2 = [(1− ξi)× Âi + ξi × Ǎi ]⋉j∈Ni

δ
rj
2 , i = 1, · · · , n

显然, 在系统(3)实现全局稳定的前提下, c3 能取到的最小值就是使得(3)全局稳
定到 x∗ 所需的最少额外控制节点数. 不防假设, 当 ξi = 1, i ∈ {τ1, · · · , τl}, 且
ξj = 0, j ∈ {1, · · · , n}\{τ1, · · · , τl} 时, c3 取到最小值. 这表明节点
Xp, p ∈ {τ1, · · · , τl} 将会被进一步控制以实现(3)全局稳定到不动点 x∗. 此外,
记录满足整数规划问题中约束条件的结构矩阵 Ǎi , i ∈ {τ1, · · · , τl}.
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下面, 我们将设计施加在节点 Xp, p ∈ {τ1, · · · , τl} 上的分布式反馈控制,{
Xp(t + 1) = Ûp(t)⊕̂p f̂p([Xj(t)]j∈Np

),

Ûp(t) = k̂p([Xj(t)]j∈Np
),

(62)

这里, Ûp(t) ∈ D, f̂p, k̂p : D|Np | → D, ⊕̂p 为二元逻辑算子, p ∈ {τ1, · · · , τl}. 对
于其它节点 Xi , i ∈ {1, · · · , n}\{τ1, · · · , τl}, 保持(61)所示动态演化过程不变.
此外, 逻辑函数 f̂p , p ∈ {τ1, · · · , τl} 的结构矩阵 Âp, 在(61)已给出. 下面, 给
出(62)的代数表达式,

xP(t + 1) = M̂⊕̂p
ûp(t)Âp ⋉j∈Np

xj(t)
= M̂⊕̂p

K̂p(I
2|Np | ⊗ Âp)Φ|Np | ⋉j∈Np

xj(t),
up(t) = K̂p ⋉j∈Np

xj(t),
(63)

这里, M̂⊕̂p
∈ L2×4 为逻辑算子 ⊕̂p 的结构矩阵, K̂p ∈ L

2×2|Np |
为逻辑函数 k̂p

的结构矩阵.
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于是, 设计节点 Xp, p ∈ {τ1, · · · , τl} 上的分布式反馈控制器实现全局稳定到
x∗, 可以转化为求解以下方程组,

Ǎp = M̂⊕̂p
K̂p(I

2|Np | ⊗ Âp)Φ|Np |, p ∈ {τ1, · · · , τl}. (64)

这里, M̂⊕̂p
, K̂p , p ∈ {τ1, · · · , τl} 未知, 且该方程组也是有解的. 至此, 我们计

算得到了 M⊕i ,Ki , i ∈ {ω1, · · · , ωc1}, 以及 M̂⊕̂p
, K̂p , p ∈ {τ1, · · · , τl}, 且显然

牵制节点集为 Ξ = {ω1, · · · , ωc1} ∪ {τ1, · · · , τl}, 从而我们完成了(3)全局稳定
到目标状态 x∗ = δr

2n 的分布式牵制控制设计.
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例 5
回顾布尔网络, 

X1(t + 1) = X2(t) ∧ X3(t),
X2(t + 1) = ¬X1(t),
X3(t + 1) = X2(t) ∨ X3(t).

(65)

由图可知(65)的一最小反馈弧集为 {e12, e33}，则设计以下分布式状态反馈控
制实现(65)全局稳定到 δ18 ,

X2(t + 1) = U2(t) ∨ ¬X1(t), U2(t) = X1(t),
X3(t + 1) = U3(t) ∧ (X2(t) ∨ X3(t))),

U3(t) = X2(t) ∨ (¬X2(t) ∧ ¬X3(t)).

图 4: 布尔网络(65)的网络结构图
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例 6
考虑如下两个生物网络，利用反馈弧集的概念，我们可以很快确定实现系统稳
定的牵制控制节点 (红色标注为控制节点):

rac1p2

cdc42

hpk1

fos

jun

jnk

fyn

tcrb

unknown_input2

pkb

tcrlig

ccblp1

lckr_input

erk

rac1r

vav1

unknown_input

plcga

dgk

mek

ras

zap70

gadd45 dag

pi3k

pten ship1
ca

ip3

pip3

raf

ccblr

cam

cabin1
akap79

calpr1

mekk1

mlk3

plcgb

slp76

itk
ccblp2

tcrp

abl

sos

rasgrp

gap

gads

gab2

malt1
card11 bcl10

bad

pag

ikb

lat

grb2

gsk3

pdk1
lckp1

lckr

vav3

xx

sh3bp2

card11a

pkcthcd28

camk4

cd45

cd4 csk

shp1

ikkab

creb

rac1p1

unknown_input3

cblb

lckp2

tcrlig_input

calcin

ikkg

camk2

mkk4

rsk

cd28_input

ap1

p27k

p38

bclxl

nfkb

bcat

rlk

cyc1

p70s
sre

Dummy

p21c

shp2

cre

nfat

fkhr

HK

ROS_CYT

H2O2

POR1_2

BIR1

AceticAcid

FVY10

SNO1YCA1

DNA_Frag
CU2CPR3

CDC48

CytC_MT

HOG1_Dep RLM1

Stress

RAS2

RedActinDyn

TOR1
NUC1_MT Heat

NMA111_CYT

ESP1

DesCyclinCCDK8

NDI1

SVF1 EMC4

Salt

SOD1

AIF1_MT

CDC6 HOS3NUC1_NUC
RPD3

STE20_NUC

AIF1_NUC

MCD1_MT

PTP2

PTP3

KAP123

MDV1FIS1

DRE2_TAH18

MT_ALT

MG2

Tat_D

STM1_NUC

HOG1

MAPK

SLT2

STE20_CYT

MEC1

CytC_CYT

MT_Frag

SRO7

Adozelesin

MMI1

PKA

SDP1

AbnormalTelomer

Mating

NMA111_NUC

STM1_CYT

Protosom

MSN2_4

SOD2

AdenylateCyclase

Apoptosis

H2B

MCD1_NUC

ROS_MT

CAMP

图 5: 网络结构图
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Thanks!
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