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一、有限自动机的发展历史

1936年英国数学家艾伦・麦席森・图灵提出一种抽象自动机，称为图灵机。为了

模拟人的这种运算过程，图灵构造出一台假想的机器，该机器由以下几个部分组成：

它有一条无限长的纸带，纸带分成了一个一个的小方格，
每个方格有不同的颜色。

    有一个读写头在纸带上移来移去。在每个时刻，读写头都
要从当前纸带上读入一个方格信息，然后控制器根据程序制
定的状态转移规则，决定读写头的具体操作，并转换内部状
态，然后进行移动。如果进入拒绝和接收状态立即停机；

注意这个机器的每一部分都是有限的，但它有一个潜在的无限长的纸带，因此
这种机器只是一个理想的设备。图灵认为这样的一台机器就能模拟人类所能进行
的任何计算过程。



一、有限自动机的发展历史

图灵机具备了今天计算机的所有能力，至少在计算能力上是这样的。在给出
通用图灵机的同时，图灵就指出，通用图灵机在计算时，其“机械性的复杂性”是
有临界限度的，超过这一限度，就要靠增加程序的长度和存贮量来解决。进而有了
后来计算机科学中计算复杂性理论中两个重要问题:

1、计算机到底能做什么?这种研究称为“可判定性”，计算机能解决的问题称为
“可判定的”。图灵机精确地描述一条界线，这条界线区分计算机能做什么和不能
做什么;图灵的结论不仅适用于抽象的图灵机，也适用于今天的真实计算机。

2、计算机能有效地做什么? 一类问题是计算机能有效解决的，另一类问题是计算
机原则上能解决，但实际上要花费太长时间，以致于除了非常小的问题实例以外，
计算机是毫无用处的。后一类问题称为“难解的”或“NP-难的”。计算机硬件一
直遵循着计算速度呈指数增长的规律(摩尔定律)，但这也不太可能显著地影响解决
难解问题大实例的能力。



一、有限自动机的发展历史

1950 年 他 发表论 文 《计算 机 器与智 能 》（  Computing
Machinery and Intelligence），为后来的人工智能科学提供了
开创性的构思。提出著名的“图灵测试”，指出如果第三者无法
辨别人类与人工智能机器反应的差别， 则可以论断该机器具备人
工智能。

艾伦·麦席森·图灵（Alan Mathison Turing，1912年6月23日
~1954年6月7日），英国数学家、逻辑学家，被称为计算机科学
之父，人工智能之父。

图灵对于人工智能的发展贡献：一是提出了一种用于判定机器是否具有智能的
试验方法，即图灵试验，每年都有试验的比赛。二是图灵提出的著名的图灵机模型
为现代计算机的逻辑工作方式奠定了基础。



一、有限自动机的发展历史

1935～1938年苏联数学家В．И．舍斯塔科夫和美国应用数学家C.E.香农分别独

立地应用布尔代数来分析和综合继电器接点电路，建立逻辑自动机理论。

1943年美国神经生理学家W.S.麦卡洛克和数学家W.皮茨在《关于神经活动中思维

的逻辑演算》一文中，提出有限状态系统的形式化研究。

1945年美国数学家冯·诺伊曼设计出存储程序式通用电子数字计算机,并研制成功，

世称冯·诺伊曼机。冯·诺伊曼机成为现代通用电子数字计算机的主要模式[注]。

注：近几年，在计算机体系结构研究方面也已经有了重大进展，越来越多的非冯计算机相继出
现，如光子计算机、量子计算机、神经生物计算机等等



一、有限自动机的发展历史

1948年美国数学家N.维纳在《控制论》一书中对现代自动机作了详细的分析，指

出“自动机的功能是变换和处理信息”。这就为自动机理论奠定了基础。

在20世纪40和50年代，许多研究者研究过更简单类型的机器，今天称为“有限自
动机”。起初建议用这些自动机来为人脑功能建立模型，后来发现这些自动机对
于各种工程建模等其他目的也极为有用。



一、有限自动机的发展历史

50～70年代自动机理论得到迅速的发展。

先后提出有限自动机(S.C.克林,1951；E.F.穆尔,1956)

非确定型有限自动机(M.拉宾,1959年，M.明斯基,1967) 图灵奖获得者

概率自动机(C.E.香农,1956；T.L.布思,1965)

模糊自动机(E.S.桑托斯,1968；傅京孙，田中，1969)

细胞自动机（E.F.古德,1968）等多种抽象自动机；

建立了形式语言与自动机的对应关系（N.乔姆斯基,1959,1964）；

创立了自动机的综合理论（B.M.格罗什科夫，1961）、半群理论（K.克劳恩和J.L.

罗兹，1965）和可靠性理论（J.von诺伊曼,1952）。



一、有限自动机的发展历史

80年代，以制造系统、通信系统、能源系统等人造复杂工程系统为背景，美

国哈佛大学何毓琦院士提出离散事件动态系统(DEDS), 研究状态演化基于事件驱

动、服从人为逻辑规律的动态系统建模、分析、控制、优化等问题的控制理论分

支。有限自动机成为研究离散事件动态系统逻辑层次的重要模型，用于定性分析。

柔性制造系统 军事指挥的C3I系统 大规模计算机和通信网络 排队论系统



二、语言与有限自动机

例2.1  最简单的非平凡有限自动机是两相开关。这个
装置记住处在“开”状态或“关”状态，允许用户按
一个按钮，这个按钮根据开关状态起不同作用。

也就是说，如果开关处在关状态，按这个按钮就变成
开状态;如果开关处在开状态，按这个按钮就变成关状
态。

通常需要说明一个或多个状态是“终止”或“接受”状态。在经历一个输入序列后
进入这些状态之一，说明这个输入序列在某种程度上是好的。例如，可以认为上图
中的on状态是接受状态，因为在这个状态下，这个由开关控制的装置将会运行。习
惯上用双圆圈来说明接受状态。



二、语言与有限自动机

例2.2 一个状态记忆的内容比一个开关选择要复杂得多。给出另一个有限自动机
例子，它可能是词法分析器的一部分。这个自动机的任务是识别关键字then。
因此这个自动机需要5个状态，每个状态表示在单词then中目前已经到达的不同
位置。这些位置对应于这个单词的前缀，范围从空串(即一点也没有看见这个单
词)到整个单词。



语言的基本
要素

字符

字母表

字符串

二、语言与有限自动机

字符串

字母表Σ: 非空的有穷集合

字符串: Σ中符号的有穷序列

如 Σ ={a,b}

a, b, aab, babb

字符串的长度||: 中的字符个数

     如 |a|=1,  |aab|=3

空字符串ε: 长度为0, 即不含任何符
号的字符串

an : n个a组成的字符串

Σ*: Σ上字符串的全体

子字符串(子串):  字符串中若干
连续符号组成的字符串

前缀: 最左端的子串

后缀: 最右端的子串

例如   =abbaab

a,ab,abb是的前缀

          aab,ab,b是的后缀

          ba是的子串, 但既不是
前缀, 也不是后缀 

          本身也是的子串, 且既
是前缀, 也是后缀 

         也是的子串, 且既是前
缀, 也是后缀



字符串的连接运算

设 =a1a2 … an,  = b1b2 … bm,

 =a1a2 … anb1b2 … bm称作与 作的连接

     如  =ab,  =baa,  =abbaa,  =baaab

对任意的字符串,  , 

(1) ( )γ= () 

即, 连接运算满足结合律

     (2)  = = 

即, 空串是连接运算的单位元 

     n个的连接记作n

如 (ab)3= ababab, 0=

二、语言与有限自动机

形式语言

定义: Σ* 的子集称作字母表Σ上
的形式语言, 简称 语言

例如  Σ={a,b}

A={a,b,aa,bb}

B={an | n∈N}

C={anbm | n,m≥1}

D={ }

空语言Ø



二、语言与有限自动机

定义2.1 确定型有限自动机(DFA)是一个有序5元组A= 

X,,,x0, Xm , 其中

   (1) 状态集合X : 非空有限集合

   (2) 输入字母表 : 非空有限集合

   (3) 初始状态 x0X

(4) 接受状态集 XmX

   (5) 状态转移函数:XΣ→X

状态 i 遇符号 a 时变换为状态 j

i j
a或(i , a)= j

i , j∈X, a∈∑;

即：

• 确定型有限自动机



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

➢ 表现形式

例2.3 确定型有限自动机 ：A=( X,∑, x0, Xm, )

其中: Q={1,2,3,4},∑={a,b,c,d}, S={1}, 

有限自动机 的两种表现形式：

⑴ 状态转换图:
⑵ 转换表:

※ 变换表结构：行(状态)，列(符号)，表项(变换后状态) 

① ② ③

④

a
b

c

b b d
4

332
42

1

2

3

4

a b c

：δ(1,a)=2; δ(1,b)=4;δ(2,b)=2;

δ(2,c)=3; δ(2,d)=3; δ(4,b)=4;

d



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

➢ 表现形式

➢ 接受语言

把 扩张到X *上  *:X *→X, 递归定义如下xX, 

a 和w *

 *(x,)=x

 *(x,wa)= ( *(x,w),a)

定义2.2 w *,如果 *(x0,w)F, 则称 A 接受w.

M 接受的字符串的全体称作A 接受的语言,记作

 L(M), 即 

                L(M)={ w *|  *(x0,w)Xm }



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

➢ 表现形式

➢ 接受语言

例2.4  奇偶校验码

A= {x0, x1},{0,1}, , x0, {x0},  L(M)={{0,1}* | 含有偶

数个1}

1

1

00

x0
x1



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

⚫ 确定有限自动机是有限自动机理论中最基础的模型，它

的初始状态只有一个，而且状态转移函数将每个状态至

多转移到一个状态，其结构与状态演化相对简单。

⚫ 实际生产过程中，系统状态有时会出现状态合并，此时，

合并后状态在某事件驱动下可能转移到多个状态。抑或

是由于环境、成本等限制，传感器无法测量到系统内部

发生的事件，即状态发生了转移但观测不到有事件发生，

就会导致状态转移的不确定。

⚫ 非确定有限自动机模型更加贴合实际系统，因此其控制

问题也一直是研究的重点。



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机 【有限自动机分类】

1. 确定型有限自动机(DFA)

特征：①开始状态唯一; ②转移函数单值; ③不带边。

2. 非确定型有限自动机(NFA)

(2) 带有边的非确定有限自动机

(1) 不带有边的非确定有限自动机

-- 不能全部满足上述特征者！

※ 确定型有限自
动机如右图所示：

① ② ③
a b

b b
④

c ⑤

⑥ ⑦b

a a

c

c

DFA:

L={ abnc,(ab)n|n≥0 }



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

➢不带有边

定义2.2 非确定型有限自动机(NFA)是一个有序5元组
A= X,,,X0, Xm , 其中

   (1) 状态集合X : 非空有限集合

   (2) 输入字母表 : 非空有限集合

   (3) 初始状态集 X0X

(4) 接受状态集 XmX

   (5) 状态转移函数:XΣ→2X 或:X{∑+{}}→2X

2X表示状态集合X的幂集

这里的X,, Xm 的定义与 DFA 的相同



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

➢不带有边

 →q0 q1 *q2           q3            *q4

0

1

{q0 , q3}        {q2}      {q4}       {q4}

{q0 , q1}    {q2}      {q2}         {q4}

例2.5  一台NFA



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

➢不带有边

➢带有边

带 转移的非确定型有限自动机

ε 转移: 不读如何符号, 自动转移状态.

-NFA:  :X(∪{ })→ 2X

例2.6 -NFA

 0       1       

→q0

q1

*q2

{q1}     {q2}

 {q2}     

  {q0}

ε
ε

L(M)={ (01)n | n0 }



二、语言与有限自动机

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性

※ 有限自动机的等价转换,主要包含两个内容：

(1) 有限自动机的确定化( NFA=>DFA);

(2) 有限自动机的最小化( DFA=>最小的DFA); 

非确定机(NFA) 较易构造，但不好用！

确定机 (DFA) 较难构造，但好用！

任何一非确定机NFA，皆可通过有效算
法把其转化为等价的确定机DFA（二者描
述的语言相同）。

有限自动机的最小化,又称有限自动机的化简；是指：

对给定的确定机DFA1,构造另一个确定机DFA2,
使得 L(DFA1)=L(DFA2),且DFA2的状态最少。



二、语言与有限自动机

DFA与NFA的等价性

证明：用A=X,,  , x0, Xm   模拟 A=X, , , x0, Xm 

X=2X, x0={x0}

Xm={X1  X | X1 ∩ Xm ≠}

X1  X 和 aΣ, 

 (X1, a)是所有p  X1,  (p, a)并起来

定理2.2  对每一个NFA A 都存在DFA A 使得L(A)=L(A )
• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性



二、语言与有限自动机

例2.6 NFA A DFA A

δ 0           1

→q0

q1

*q2

{q0, q1}   {q0}

{q2}        

 

δ 0              1

→{q0}

{q1}

*{q2}

{q0,q1}

*{q0,q2}

*{q1,q2}

*{q0,q1,q2}



{q0, q1}       {q0}

{q2}           

 

{q0,q1,q2}      {q0}

{q0,q1}       {q0}

{q2}          

{q0,q1,q2}      {q0}

 

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性



二、语言与有限自动机

用DFA模拟-NFA

定理2.3  对每一个-NFA A 都存在DFA A ，L(A)=L(A)

即：DFA, NFA 和 -NFA 接受同一个语言类

证明：设-NFA A=X, , , x0, Xm , xX

x的 闭包E(x): 从x出发, 经过 转移能够到达的所有状态, 

递归定义如下

      (1) E(x)包含x;

(2) 如果xE(x), 则(x, )E(x).

        模拟的方法与用DFA模拟不带 的NFA的方法基本
相，只是要用E(x)代替x.

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性



二、语言与有限自动机

用DFA模拟-NFA

定理2.3  对每一个-NFA A 都存在DFA A ，L(A)=L(A)

即：DFA, NFA 和 -NFA 接受同一个语言类

证明:  (续) 用确定型有限自动机 A  =X ,  ,  , x0 , Xm  
模拟-NFA A=X, , , x0, Xm  X=2X, x0=E(x0)

Xm ={X1 Q | X1 ∩ Xm ≠}

 X1 X和aΣ,


Aq

aptqEptptEraA


= )},(),(,|)({),(  使

构造DFA A时不需要对不可达状态进行计算,做法如下:

从x0= E(x0)开始, 对每一个a计算 的值, 然后对每一个
新出现的子集计算 的值, 重复进行, 直至没有新的子集出
现为止.

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性



二、语言与有限自动机

用DFA模拟-NFA例2.7

• 确定型有限自动机

• 非确定型有限自动机

• 有限自动机等价性

 0       1       

→q0

q1

*q2

{q1}     {q2}

 {q2}     

  {q0}

  0          1     

→*{q0,q2}

{q1}



{q1}       

 {q0,q2}

 

-NFA A 

DFA A



q E(q)

q0

q1

q2

{q0,q2}

{q1}

{q0,q2}



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

定义3.1：带输出的有限自动机表示一个成七元组

𝒜 = （𝑋, 𝑌, Σ, 𝑓, ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚)，其中：

   (1) 状态集合X : 非空有限集合

   (2) 输入字母表 : 非空有限集合

(3) 输出字母表Y：非空有限集合

   (3) 初始状态: x0X

(4) 接受状态集 XmX

   (5) 状态转移函数f: XΣ→2X 或:X{∑+{}}→2X

(6)  输出函数h



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

根据输出与输入、系统状态的关系，有限状态机又
可分为Moore型有限状态机和Mealy型有限状态机。

Moore型有限状态机是指输出仅与系统状态有关，
与输入信号无关的状态机。由摩尔在 1956 年提出，其
优点是将输入和输出分隔开.

其输出函数定义为 h: X→Y



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

• 例3.1 考虑带输出的有限自动机，状态集 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ，
输出集𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3}，事件集Σ = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}。其中状态
转移,输出以及状态转移图表示如下：

• 𝑓 𝑥1, 𝑎 = 𝑥2

• 𝑓 𝑥1, 𝑏 = 𝑥3

• 𝑓 𝑥3, 𝑐 = 𝑥2

• 𝑓 𝑥2, 𝑑 = 𝑥1

• ℎ 𝑥1 = 𝑦1

• ℎ 𝑥2 = 𝑦2

• ℎ 𝑥3 = 𝑦3

1x 2x

3x

a
1y

b cd

3y

2y



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

➢Mealy机

Mealy型有限状态机是指输出与系统状态和输入均
有关系的有限状态机。由米兰在1955 年提出。其输出函
数定义为 h: X Σ →Y。

 

        对于Mealy型有限状态机在有向曲线段上的字符表
示系统的输入和输出，用“/”分隔。

Mealy型有限状态机和Moore型有限状态机之间是可
以相互转换的。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

➢Mealy机

➢代数建模（以Moore
机为例）

带输出的Moore有限自动机
𝒜 = （𝑋, 𝑌, 𝛴, 𝑓, ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚)，

在半张量积的框架下，其状态集，输入符号集和输出符

号集可以重新定义为𝑥𝑖~𝛿𝑛
𝑖 , 𝑦𝑗~𝛿𝑝

𝑗
, 𝑒𝑘~𝛿𝑚

𝑘 , 有限自动机的

状态转移结构矩阵定义为：

𝐹 ≔ 𝐹1, 𝐹2, ⋯ , 𝐹𝑚 ∈ ℬ𝑛×𝑚𝑛

其中𝐹𝑘 ∈ ℬ𝑛×𝑛可定义为：

𝐹𝑘(𝑙,𝑖) = ቊ
1, 𝛿𝑛

𝑙 ∈ 𝑓(𝛿𝑛
𝑖 , 𝛿𝑚

𝑘 )
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

       



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

➢Mealy机

➢代数建模（以Moore
机为例）

同样，输出结构矩阵定义为：
𝐻 ∈ ℬ𝑝×𝑛

其中𝐻 ∈ ℬ𝑛×𝑛可定义为：

𝐻(𝑗,𝑖) = ൝
1, 𝛿𝑝

𝑗
∈ ℎ(𝛿𝑛

𝑖 )

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

则系统的代数状态空间表示为：

ቊ
𝑥 𝑡 + 1 = 𝐹𝑢 𝑡 𝑥(𝑡)

𝑦 𝑡 = 𝐻𝑥(𝑡)
(3.1)

其中，𝑥(𝑡)是从初始状态𝑥(0)出发在𝑡步到达的状态，
𝑦(𝑡)是相对应的状态输出，𝑢(𝑡)是事件的向量表示。𝐹和 
𝐻分别表示系统的状态转移结构矩阵和输出结构矩阵.

       



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

➢Moore机

➢Mealy机

➢代数建模（以Moore
机为例）

例3.2 



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

在验证系统状态能否到达平衡状态，并不需要知道有

多少路径能够到达，因此，我们引入布尔-半张量积运算，

对模型进一步改进，得到如下新的Moore有限自动机的代

数方程：

൝
𝑥(t + 1) = ෠𝐹 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =෡H ⋉ℬ 𝑥(t)
(3.2)



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

⚫ 相比于一般的有限自动机，受控有限状态机增加了事

件的控制模式。假如模型中某些事件是不可控的，那

么该事件在整个系统运行过程中不能被禁止，即恒发

生的。

⚫ 受控有限状态机的建模与输出分析在计算机科学与工

程领域有着重要的应用, 利用它们可以讨论系统的弹性

和错误恢复等性质。在控制领域的研究, 如状态重构问

题、可观测性等。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

定义3.2：受控的带输出有限状态机表示一个成七元组

𝒜 = （𝑋, 𝑌, Σ, 𝑓, ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚)，其中：

   (1) 状态集合X : 非空有限集合

   (2) 输入字母表 = Σ𝑐 ∪ Σ 𝑢𝑐  

(3) 输出字母表Y：非空有限集合

   (3) 初始状态: x0X

(4) 接受状态集 XmX

   (5) 状态转移函数f: XΣ→2X 或:X{∑+{}}→2X

(6)  输出函数h



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

集合Σ可以划分成两部分Σ = Σ𝑐 ∪ Σ 𝑢𝑐 ，其中Σ𝑐  表
示可控事件集，即该集合内事件存在两种状态：使能状
态和禁止状态；Σ 𝑢𝑐  表示不可控事件集，即该集合内事
件不可被禁止；

为了方便控制，记函数
 𝛾: Σ → {0,1}

为控制模式，该控制模式可以描述可控事件与不可控事
件，即如果该事件为可控事件𝑒 ∈ Σ𝑐 ，则用𝛾(𝑒) = 1 和 

𝛾(𝑒) = 0 分别表示该事件处于使能状态和禁止状态；如
果该事件为不可控事件𝑒 ∈ Σ 𝑢𝑐 ，则用𝛾 (𝑒) = 1表示该
事件一直处于使能状态。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

在此，我们定义一个新的状态转移函数

 𝑓𝑐:  𝑋 × 𝛾 × Σ →  2 𝑋 ，

称作受控状态转移函数，定义如下：

则受控有限状态机可写成如下形式： 

𝐴𝑐 = (𝑋, 𝑌, 𝛾 × Σ, 𝑓𝑐 , ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚)。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

考虑受控有限状态机
 𝐴𝑐 = (𝑋, 𝑌, 𝛾 × Σ, 𝑓𝑐 , ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚)，

其 中 𝑋 =  { 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛}，𝑌 =  {𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑝}，Σ =

{ 𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒 𝑚 }。在矩阵半张量积的框架下，设定 𝑥𝑖 ∼ 𝛿𝑛
𝑖

𝑖 ∈ 1, 𝑛 , 𝑦𝑗 ∼  𝛿𝑝
𝑗
 𝑗 ∈ 1, 𝑝 , 𝑒 𝑘 ∼ 𝛿𝑚

𝑘
 (𝑘 ∈  [1, 𝑚]) ，

重新定义受控有限状态机的状态转移结构矩阵为：

其中                        可定义如下：



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

受控有限状态机动态的代数表示如下：

ቊ
𝑥(t + 1) =F𝑐 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =𝐻 ⋉ℬ 𝑥(t)
（3.3）

其中，x(t)代表从初始状态x(0)出发t步到达的状态，y(t)是
相对应的状态输出。u(t) 是输入向量。H是输出结构矩阵。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

例3.3

状态集: 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6};

可控事件集: 𝛴𝑐 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3};

不可控事件集: 𝛴𝑢𝑐 = {𝑒4, 𝑒5};

1x
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1y

3y

1y

3x

3e

2y
4x

5x

6x
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三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

◼ 在确定有限自动机中，初始状态是一个单独状态，转

移函数是确定的，即接收状态能由发出状态唯一确定，

此时，确定有限自动机演化的是确定性系统行为。

◼ 然而，实际中，许多系统呈现出随机性系统行为。比

如，在序列电路中，电路基本元器件的随机性失效会

导致整个序列电路呈现随机性演化行为。为了刻画该

随机行为，文献[1]最早系统完整提出了概率有限自动

机的概念。

[1] Michael O Rabin, 'Probabilistic Automata', Information and control, 6 

(1963), 230-45.



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

定义 3.3 概 率 有 限 自 动 机 可 以 用 一 个 四 元 组 𝐴𝑝  =
 (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)表示，其中

𝑋 =  { 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 }表示有限状态集，
𝑥0 表示初始状态的概率分布向量；
Σ =  {𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑚}表示有限字母表(事件集)；
𝑃:  𝑋 × Σ ×  𝑋 →  [0, 1] 为状态转移概率函数，即对于所有
𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 ∈  𝑋, 𝜎𝑘 ∈ Σ，从状态𝑥_𝑖出发在事件𝜎𝑘的驱动下，到
达状态𝑥𝑗的概率；该状态转移概率函数需满足规范性条件：

෍

𝜎𝑘∈Σ

 ෍

𝑥𝑗∈𝑋

 𝑃(𝑥𝑖 , 𝜎𝑘 , 𝑥𝑗) = 1

或者
σ 𝜎𝑘∈Σ  σ 𝑥𝑗∈ 𝑋  𝑃(𝑥𝑖 , 𝜎𝑘 , 𝑥𝑗) = 0。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

在矩阵半张量积的框架下，我们对概率有限自动机𝒜𝑝设

计了一个新的结构矩阵，记为ℱ，该矩阵称作转移概率结

构矩阵，其定义如下：

ℱ𝑝 = ℱ1, ℱ2, ⋯ , ℱ𝑚 ∈ ሚℒ𝑛×𝑚𝑛
𝑠 ,

其中，ℱ𝑘 ∈ ሚℒ𝑛×𝑛
𝑠 是与事件𝜎𝑘相关的转移概率结构矩阵，

可定义如下：

ℱ𝑘(𝑗,𝑖) = ൝
𝑃𝑖𝑗

𝑘 , 𝑥𝑗 ∈ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝜎𝑘)

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

其中，𝑃𝑖𝑗
𝑘 是状态转移概率；𝑓 是概率有限自动机对应的

不确定有限自动机𝒜𝑛𝑜𝑛的状态转移函数。同时，状态𝑥𝑖

和事件 𝜎𝑘的向量表示为 𝛿𝑛
𝑖 和 𝛿𝑚

𝑘  。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

定理3.3：考虑概率有限自动机 𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)，其动

态代数状态空间表示如下：

𝑬 𝒙 𝒕 + 𝟏 = 𝓕𝒖 𝒕 𝑬 𝒙 𝒕 , (3.4)

其中，𝑥(𝑡) 代表从初始状态𝑥(0)出发在𝑡步到达的状态，

𝐸 𝑥 𝑡 ∈ ሚℒ𝑛
𝑠 表示到达状态𝑥(𝑡)的概率期望值；初始状态

𝑥(0)的概率期望值定义为𝐸[𝑥(0)] = 𝑥0；𝑢(𝑡) 表示控制输

入；ℱ表示转移概率结构矩阵。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

例3.4 考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0) ，其中，
𝜎𝑘(𝑘 ∈ [1,3])代表事件𝛼, 𝛽, 𝛾，设定𝑥𝑖 ∼ 𝛿5

𝑖 (𝑖 ∈ [1,5]) 且 

𝜎𝑘 ∼ 𝛿3
𝑘(𝑘 ∈ [1,3])。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

例3.4 考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0) ，其中，
𝜎𝑘(𝑘 ∈ [1,3])代表事件𝛼, 𝛽, 𝛾，设定𝑥𝑖 ∼ 𝛿5

𝑖 (𝑖 ∈ [1,5]) 且 

𝜎𝑘 ∼ 𝛿3
𝑘(𝑘 ∈ [1,3])。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

作业：考虑不确定有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0) ，其状态
转移图如下。其中状态集 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}，输入符号集 

Σ = {𝜎1, 𝜎2}，初始状态集 𝑥0 = {𝑥1}。



三、有限状态机的代数建模与分析

• 带输出的有限状态机

• 受控有限状态机

• 概率有限状态机

注意：对𝑘 ∈  {1,2, … , 𝑚}，

(1) 列向量𝐶𝑜𝑙𝑖(𝓕𝑘)元素之和是小于等于一的，且列向量
𝐶𝑜𝑙𝑖(σ 𝑘=1

𝑚 𝓕𝑘)的元素之和是等于一的。

(2) 矩阵σ 𝑘=1
𝑚 𝓕𝑘是一个随机矩阵。矩阵𝓕𝒌一般情况下

是一个子随机矩阵，

(3) 矩阵𝓕也可以看作是概率有限自动机𝒜𝑝基于事件𝜎子
图的加权邻接矩阵



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

有限自动机的平衡点与闭环状态转移矩阵，这两个概
念将在有限自动机代数分析中起着重要作用。首先，我们
给出不确定有限自动机平衡点的确切定义如下：

定义4.1：给定Moore有限自动机, 状态𝑥 ∈  𝑋称作平衡点，
如果存在事件 𝑒 ∈ Σ使得状态转移函数 𝑓(𝑥, 𝑒)表示从状态
𝑥出发经过一步唯一到达𝑥。

注：在不确定有限自动机中，同一个状态在同一个事
件驱动下会产生多个转移状态。根据上述定义, 如果状态 

𝑥𝑖  在一个事件驱动下称作平衡状态，当且仅当

 |𝑓(𝑥𝑖 , 𝑒𝑘)| = 1 且 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑒𝑘) = 𝑥𝑖。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

记 Γ:  𝑋 →  2Σ 表示有限自动机的可行事件函数。在
矩阵半张量积的框架下，可行事件函数可以表示成：

ො𝑢(𝑡)  =  𝐸𝑥(𝑡)，

其中ො𝑢(𝑡) = ො𝑢1 𝑡 , ො𝑢2 𝑡 , ⋯ ො𝑢𝑚 𝑡
𝑇

 表示可行事件对应
的向量表示。𝐸 ∈  𝐵 𝑚× 𝑛 称作有限自动机的可行事件
矩阵，可定义如下：



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

给定一个有限自动机, 其中 𝑋 ∼ Δ𝑛 ，Σ ∼ Δ𝑚。则可
行事件矩阵与可行事件集可等价表示为：

Γ 𝑥𝑖 = Γ 𝛿𝑛
𝑖 = Θ 𝐶𝑜𝑙𝑖 𝐸 ,  𝑖 ∈  [1, 𝑛]，

其中，函数Θ 的定义为：对于非零布尔向量 𝑥 ∈ 𝐵 𝑚× 1 ，
则

 Θ(𝑥): = {𝑦 ∈ Δ𝑚|𝑦 ∧  𝑥 = 𝑦}.

       对于一个给定有限自动机，如果存在一个事件𝑒 ∈ Σ使
得𝑓(𝑥, 𝑒) = 𝑥，则状态𝑥 ∈  𝑋称作一个平衡点。对应到确
定有限自动机的图中，平衡点可认为是该状态存在自环。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

给定一个Moore有限状态机的代数方程：

൝
𝑥(t + 1) = ෠𝐹 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =෡H ⋉ℬ 𝑥(t)
(4.1)

针对每个状态设定一个控制输入事件子集

 𝑆𝑖 = 𝑒1𝑖
, 𝑒2𝑖

, ⋯ , 𝑒𝜖𝑖
⊆ Γ 𝑥𝑖 , 𝑖 ∈ [1, 𝑛]，

用该子集的事件驱动所对应的状态得到的自动机，称作

闭环有限自动机。闭环有限自动机所对应的状态转移矩

阵称作闭环转移矩阵，记作 𝐴𝑠 ∈ ℬ𝑛× 𝑛。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

实际上，给定子集下的闭环状态转移矩阵决定了整个

闭环自动机系统的状态演化。闭环状态转移矩阵定义如下：

𝐴 𝑙,𝑖
𝑠 = ቊ

1, 𝑥𝑙 ∈ 𝑓 𝑥𝑖 , 𝑒𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑒𝑘𝑖
∈ 𝑆𝑖

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
(4.2)



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

定理4.1：考虑有限状态机，其代数表示式为(4.1)。给定

一个控制输入事件子集 𝑆𝑖 = 𝑒1𝑖
, 𝑒2𝑖

, ⋯ , 𝑒𝜖𝑖
⊆ Γ 𝑥𝑖 , 𝑖 ∈ [1, 𝑛]，

则

𝐷𝑠 = ෠𝐹 ⋉ℬ 𝐸𝑠 ⋉ℬ Φ𝑛 (4.3)

其中，𝐸𝑠 表示该控制输入子集对应的可行事件矩阵，即可

行事件子矩阵，定义如下：

𝐸 𝑘,𝑖
𝑠 = ቊ

1, 𝑒𝑘𝑖
∈ 𝑆𝑖

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

特别地，当 𝑆𝑖 = Γ(𝑥𝑖)，即𝐸𝑠 = 𝐸时，则

𝑫 = ෠𝐹 ⋉ℬ 𝐸 ⋉ℬ Φ𝑛 = ℬ Σ𝑘=1
𝑚 ෠𝐹𝑘 .



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

例4.1 考虑有限状态机𝒜 = （𝑋, 𝑌, Σ, 𝑓, ℎ, 𝑥0, 𝑋𝑚) ，其状

态转移如下图，𝑥𝑖 ∼ 𝛿5
𝑖 (𝑖 ∈ [1,5])，𝑦𝑗 ∼ 𝛿2

𝑗
(𝑗 ∈ [1,2]) 和 

𝑒𝑘 ∼ 𝛿3
𝑘 (𝑘 ∈ [1,3])。设定初始状态是任意状态，每个状

态的控制输入子集为：𝑆1 = {𝑒1, 𝑒2}，𝑆2 = {𝑒2, 𝑒3}，𝑆3 =
{𝑒1, 𝑒2}，𝑆4 = ∅，𝑆5 = {𝑒2}。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

例4.1



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

注：从上例, 我们发现集合矩阵 ෠F 的列向量并不全部是
逻辑向量，此时，矩阵半张量积公式

 𝑥 ⋉𝐵  𝑥 = Φ𝑛 ⋉𝐵 𝑥

不成立。因此，式（4.3）的获取并不是把可行事件子
矩阵代入状态方程，而是经过构造得到的。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

⚫ 研究受控有限状态机输出反馈稳定性判定问题。

⚫ 研究受控有限状态机的综合问题, 即如何设计一个输出
反馈监控器使得闭环系统是稳定的。

⚫ 研究如何寻找逻辑型输出反馈监控器 (Logically Output

Feedback Supervisor) 的一个有效算法, 这里的逻辑型 指
的是每个状态只由一个可控事件进行驱动, 并满足系统
期望的行为。

⚫ 研究如何寻找最大输出反馈监控器 (Maximally Output

Feedback Supervisor) 的一个有效算法, 这里的最大指的
是尽可能少的失效、禁止可控事件。该类控制器可以在
保证系统镇定前提下最大程度地维持系统的行为。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

定理4.2：考虑受控有限自动机

൝
𝑥(t + 1) = ෠𝐹 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =෡H ⋉ℬ 𝑥(t)

和该自动机的平衡点 𝑥1 = 𝛿𝑛
1,系统是基于平衡点输出反馈

可镇定的，当且仅当存在输出反馈控制矩阵 𝐾 ∈ ℬ𝑚×𝑝 使

 (𝐷𝑠)(𝑛) = 𝛿𝑛
11𝑛

𝑇 (4.4)

其中，𝐷s = ෠𝐹 ⋉ℬ 𝐸𝑠 ⋉ℬ Φ𝑛 ， Es = 𝐾 ⋉ℬ 𝐻 , Φ𝑛 是降幂

矩阵。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

我们定义受控有限状态机的闭环转移矩阵记作 ෩𝒟，可
定义如下：

෩𝒟(𝑖,𝑙) = ൞

1, 𝑖𝑓 𝐷(𝑖,𝑙) = 1 𝑎𝑛𝑑 ∃𝑒 ∈ Σ𝑢𝑐 , 𝑠. 𝑡. 𝑓 𝑥𝑙 , 𝑒 = 𝑥𝑖;

𝑜𝑟 𝒫𝑗
𝜈𝑘 = 1, 𝑥𝑙 ∈ 𝑂 𝑦𝑗 , 𝑒𝜈𝑘

∈ Σ𝑐 ∩ 𝜋 𝑦𝑗 , 𝑓 𝑥𝑙 , 𝑒𝜈𝑘
= 𝑥𝑖 .

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

则受控有限状态机的闭环代数表示为：

𝑥 𝑡 + 1 = ෩𝒟 ⋉ℬ 𝑥(𝑡)

       根据以上定义与结果，我们给出基于集合的输出反馈
可镇定的充分必要条件。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

➢逻辑型输出反馈监控
的充要条件

定理4.3：考虑受控有限自动机

൝
𝑥(t + 1) = ෠𝐹 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =෡H ⋉ℬ 𝑥(t)

以 及 不 变 子 集  𝛿𝑛[𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑠] ， 其 相 对 应 的 事 件 为
𝛿𝑚[𝑘1, 𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑠−1]。系统是基于集合输出反馈可镇定
的，当且仅当存在输出反馈控制模式𝒫使得

𝐶𝑜𝑙 ෩𝒟(𝑛−𝑠+1) ⊆  ∆𝑍. (4.5)

其中， ∆𝑍= 𝛿𝑛[𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑠].



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

➢逻辑型输出反馈监控
的充要条件

➢对应控制器算法

步骤 1：计算集合 𝜋 𝑦𝑗 = {𝛿𝑚
𝜈1

𝑗

, 𝛿𝑚
𝜈2

𝑗

, ⋯ , 𝛿𝑚

𝜈𝑀𝑗

𝑗

}，检验

是否是相容的，如果是，则更新集合 𝜋 𝑦𝑗 : = { 𝛿𝑚
𝑘𝑖}, ∀ 𝑗 ∈

[1, 𝑠 − 1]，进行下一步。
 步骤 2：检验行列序号在[𝑁𝑗 , 𝑛𝑗]内同时去掉行列号为
𝑁𝑗 (𝑗 ∈ [1, 𝑠 − 1])后的子矩阵是否为幂零矩阵，如果是，设置 
𝑗 = 𝑠, 𝜏𝑗: = 1，进行步骤 3。

步骤 3：情况 1: 如果 𝑗 ≤ 𝑝且 𝜏𝑗 ≤ 𝑀𝑗，则检验行列序

号在[1, Σ𝑐=1
𝑗

𝑛𝑐]内同时去掉行列号为𝑁𝑗(𝑗 ∈ [1, 𝑠])后的子矩阵
是否为幂零矩阵。如果是，则设置 𝑗: = 𝑗 + 1，𝜏𝑗: = 1；否
则，设置 𝜏𝑗: = 𝜏𝑗 + 1，重复步骤 3。

情况 2: 如果 𝑗 ≤ 𝑝 且 𝜏𝑗 > 𝑀𝑗，设置𝑗: = 𝑗 − 1 且 
𝜏𝑗: = 𝜏𝑗 + 1，重复步骤 3。

情况 3: 如果 𝑗 > 𝑝，则找到输出反馈控制模式𝒫。

Bof N, Fornasini E, Valcher M E. Output feedback stabilization of Boolean control networks[J]. Automatica, 

2015, 57: 21-28.



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

➢最大输出反馈监控的
充要条件

我们定义新的受控有限状态机闭环转移矩阵记作 ෡𝒟 ，
可定义如下：

෡𝒟(𝑖,𝑙) =

1 , 𝑖𝑓𝐷(𝑖,𝑙) = 1 𝑎𝑛𝑑 ∃𝑒 ∈ Σ𝑢𝑐 , 𝑠. 𝑡. 𝑓 𝑥𝑙 , 𝑒 = 𝑥𝑖 .

ℬ Σ𝑘=1

𝑀𝑗 𝒫𝑗
𝜈𝑘 , 𝑥𝑙 ∈ 𝑂 𝑦𝑗 , 𝑒𝜈𝑘

∈ Σ𝑐 ∩ 𝜋 𝑦𝑗 , 𝑓 𝑥𝑙 , 𝑒𝜈𝑘
= 𝑥𝑖

0 , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

结合定理4.3条件  𝐶𝑜𝑙 ෩𝒟(𝑛−𝑠+1) ⊆  ∆𝑍和STP 与布尔运算
性质，可得方程：

𝑳𝟏𝜶𝟏 = 𝜷𝟏

根据以上定义与结果，我们给出基于集合的最大输出反馈
监控的充分必要条件。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

➢最大输出反馈监控的
充要条件

定理4.4：考虑受控有限自动机

൝
𝑥(t + 1) = ෠𝐹 ⋉ℬ u(t) ⋉ℬ 𝑥(t)

𝑦(t) =෡H ⋉ℬ 𝑥(t)

以 及 不 变 子 集  𝛿𝑛[𝑁1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑠] ， 其 相 对 的 事 件 为

𝛿𝑚[𝑘1, 𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑠−1]。系统是基于集合输出反馈可镇定

的， 当且仅当它的输出反馈镇定方程

𝑳𝟏𝜶𝟏 = 𝜷𝟏 (4.6) 

有解。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

➢最大输出反馈监控的
充要条件

➢对应控制器算法

步骤 1：计算集合 𝑂(𝑦𝑗) 和集合 𝜋(𝑦𝑗)。
 

步骤 2：构建矩阵෡𝒟，并且计算矩阵 ෡𝒟(𝑛−𝑠+1)。
 

步骤 3：利用矩阵半张量积，构建矩阵方程𝑳𝟏𝜶𝟏 = 𝜷𝟏 ，
并计算方程组的解。
 

步骤 4:    如果方程可解，则输出反馈控制模式为𝒫𝑖
𝑘𝑖 , 𝑖 ∈

 [1, 𝑠 − 1]和 (𝒫𝑠
𝜈𝑠 , 𝒫𝑠+1

𝜈𝑠+1 , ⋯ , 𝒫𝑝

𝜈𝑝)。

Zhang Z, Chen Z, Han X, et al. On the static output feedback stabilisation of

discrete event dynamic systems based upon the approach of semi-tensor product of

matrices[J]. International Journal of Systems Science, 2019, 50(8): 1595-1608.



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

⚫ 基于概率有限自动机的代数状态空间表示，研究了概率
有限自动机状态概率为一可达性问题。

⚫ 通过讨论，研究了状态概率为一镇定性的代数判定问题。

⚫ 通过设计基于矩阵的算法，求出使得系统概率为一镇定
的状态反馈控制器。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

定义4.2：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

(1) 如果存在一个事件串 𝑠 = 𝜎𝑙1
𝜎𝑙2

… , 𝜎𝑙𝑘
∈ Σ∗使得 

𝑃𝑝𝑞
𝑠 = 1，则称状态 𝑥𝑑 = 𝛿𝑛

𝑞
∈ 𝑋 是从状态𝑥0 = 𝛿𝑛

𝑝出发第

𝒌步概率为一可达的。

(2) 如果存在一个有限事件串集 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑟 ∈ Σ∗使得 

𝑃𝑝𝑞
𝑠𝑐 = 1，其中，𝑐 ∈ {1,2, … , 𝑟}，则称状态 𝑥𝑑 = 𝛿𝑛

𝑞
∈ 𝑋

是从状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝出发有限步概率为一可达的。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

定理4.5：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

(1) 状态 𝑥𝑑 = 𝛿𝑛
𝑞

∈ 𝑋 是从状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝出发第𝑘步概率为

一可达的，当且仅当，

𝜹𝒏
𝒒

∈ 𝑪𝒐𝒍(𝑫𝒑
𝒌). (4.7)

其中： 𝐷𝑘 = ℱ ⋉ 𝑊 𝑚,𝑛
𝑘

= [𝐷1
𝑘 , 𝐷2

𝑘 , … , 𝐷𝑛
𝑘]

(2) 状态𝑥𝑑 = 𝛿𝑛
𝑞

∈ 𝑋是从状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝出发有限步概率为

一可达的，当且仅当，存在一个正整数 𝑟 < 𝑛 使

𝜹𝒏
𝒒

∈ 𝑪𝒐𝒍(𝔻𝒑
𝒓 ) (4.8)

其中： 𝔻𝑖
𝑘表示矩阵[𝐷𝑖

1, 𝐷𝑖
2, … , 𝐷𝑖

𝑘]



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

定义4.3：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

以及给定初始状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝和标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛

𝑚。 

（1）如果存在一个事件序列 𝑠 = 𝜎𝑙1
𝜎𝑙2

… , 𝜎𝑙𝑘
∈ Σ∗使得 

𝑃𝑝𝑚
𝑠 = 1成立，则称标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛

𝑚是初始状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝

出发第𝑘步概率为一可控的。

（2）如果对于任意状态𝑥𝑗 ∈ 𝑋总存在一个事件序列𝑠 =

𝜎𝑙1
𝜎𝑙2

… , 𝜎𝑙𝑘
∈ Σ∗使得𝑃𝑝𝑗

𝑠 = 1成立，则称系统是从初始状

态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝出发第𝑘步概率为一可控的。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

定理4.6：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

以及给定初始状态𝑥0 = 𝛿𝑛
𝑝和标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛

𝑚。 标记状

态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚是从初始状态𝑥0 = 𝛿𝑛

𝑝出发第𝑘步概率为一可

控的，当且仅当，

𝜹𝒏
𝒎 ∈ 𝚯(⌊ 𝑫𝒑

𝒌 ⌋), (4.9)

其中，𝐷𝑘 = ℱ ⋉ 𝑊 𝑚,𝑛
𝑘

= [𝐷1
𝑘 , 𝐷2

𝑘 , … , 𝐷𝑛
𝑘]。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

➢镇定性

定义4.4：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

给定标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚。如果对任意状态𝑥𝑖 ∈ 𝑋，都能找

到一个对应的事件序列𝑠𝑖 = 𝜎𝑙1
𝜎𝑙2

… , 𝜎𝑙𝑘
∈ Σ∗使得 𝑃𝑖𝑚

𝑠𝑖 =

1，当𝑡 ≥ 𝑘𝑖时，概率为一地保持在标记状态，则称系统

是基于标记状态概率为一可镇定的。

       引入一个状态集合，记 ෩Ω𝑘(𝑚)，其定义如下：

෩Ω𝑘 𝑚 : = {𝑥𝑝 = 𝛿𝑛
𝑝

∈ Δ𝑛 | ∃𝑠𝑝𝜎𝑙1
𝜎𝑙2

… , 𝜎𝑙𝑘𝑝
∈ Σ∗ 𝑠. 𝑡. 𝑃𝑝𝑚

𝑠𝑝 = 1} (4.10)



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

➢镇定性

定理4.7：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

给定标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚，则 

𝛿𝑛
𝑚 ∈ ෩Ω1 𝑚

෩Ω𝑘 𝑚 = Θ 𝑅𝑜𝑤𝑚 𝑅𝑘
𝑇

, 𝑅𝑘 ∈ ℳ𝑛×𝑛.

其中，涉及矩阵定义如下：

𝐶𝑜𝑙𝑖(𝑅𝑘) = ൝
𝛿𝑛

𝑚, 𝛿𝑛
𝑚 ∈ Θ(⌊ 𝐷𝑖

𝑘 ⌋)

𝛿𝑛
0, 𝛿𝑛

𝑚 ∉ Θ(⌊ 𝐷𝑖
𝑘 ⌋),

(4.11)

且 𝐷𝑘 = ℱ ⋉ 𝑊 𝑚,𝑛
𝑘

= [𝐷1
𝑘 , 𝐷2

𝑘 , … , 𝐷𝑛
𝑘]



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

➢镇定性

定理4.8：考虑概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)如式 

𝐸[𝑥(𝑡 + 1)] = ℱ𝑢(𝑡)𝐸[𝑥(𝑡)],

给定标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚。假定存在正整数 𝜏 ≤ 𝑛 − 1 使

得

 ෩Ω𝜏 𝑚 = Δ𝑛

则存在最优反馈逻辑矩阵𝐸𝑠使得闭环系统概率为一镇定到

标记状态𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚。



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

➢镇定性

算法8.1：给定概率有限自动机𝒜𝑝 = (𝑋, Σ, 𝑃, 𝑥0)，给定标记状态

𝑥𝑚 = 𝛿𝑛
𝑚。首先，计算集合෩Ω𝑘 𝑚 ，并验证是否存在正整数 𝜏 ≤

𝑛 − 1 使得 ෩Ω𝜏 𝑚 = Δ𝑛成立，如果成立，则进行以下步骤： 

步骤  1 ：将 Δ𝑛 表示成形式 Δ𝑛 = ෩Ω1 𝑚 ∪ ෩Ω2 𝑚 \෩Ω1 𝑚 ∪ ⋯ ∪

෩Ω𝜏 𝑚 \෩Ω𝜏−1 𝑚 。

步骤 2：对于𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}，通过𝛿𝑛
𝑖 ∈ ෩Ω𝑘𝑖

𝑚 \෩Ω𝑘𝑖−1 𝑚 计算𝑘𝑖。

如 果 𝑘𝑖 = 1 , 𝐶𝑜𝑙𝜖𝑖
1(𝐷𝑖

1) = 𝛿𝑛
𝑚 ， 则 记  𝜆𝜏 ∈ {𝜖𝑖

𝑘𝑖}  ； 如 果 𝑘𝑖 ∈

{2, 3, … , 𝜏} ， 𝐶𝑜𝑙𝜆𝜏−𝑘𝑖+1
𝐷𝑖

𝑘𝑖 = 𝛿𝑛
𝑚 ， 其 中 ， 𝝀𝝉−𝒌𝒊+𝟏 = ቀ

ቁ

𝝐𝒊
𝒌𝒊 −

𝟏 𝒒𝒌𝒊−𝟏 + 𝝀𝝉−𝒌𝒊+𝟐。则记 𝑆𝑖 = 𝜎𝜖𝑖

𝑘𝑖。

步骤3：由下式构建最优反馈逻辑矩阵𝐸𝑠

𝐸 𝑘,𝑖
𝑠 = ቊ

1, 𝑒𝑘𝑖
∈ 𝑆𝑖

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒



四、进阶导读

• 有限状态机平衡点

• 闭环状态转移矩阵

• 输出反馈镇定

• 概率有限状态机状态
反馈控制

➢可达性

➢可控性

➢镇定性

算法的复杂度：利用矩阵半张量积，计算集合෩Ω𝑘 𝑚 需

要计算矩阵𝐷(𝑘)。其中，计算矩阵需要 

𝑛 × 𝑛𝑞 × 𝑛𝑞2 + 𝑛 × 𝑛𝑞 × 𝑛𝑞3 + ⋯ 𝑛 × 𝑛𝑞 × 𝑛𝑞𝜏+1

= 𝑛3𝑞3(𝑞𝜏 − 1)/(𝑞 − 1)

次计算。因此，验证系统概率为一镇定的计算复杂度为

𝑂(𝑛3𝑞3(𝑞𝜏 − 1)/(𝑞 − 1))，

其中，𝑛，𝑞和 𝜏 分别表示 |𝑋|，|Σ| 和定理中存在的最小

的正整数。



1、构造一个DFA，它
接受的语言为{x|x∈{0，
1}*，且当把x看成二进
制数时，x模3与0同余}。

五、习题与思考：习题

• 分析：换句话说，x要能被3整除。

• 当二进制数x的位数向右不断增加时，它的值（换算成十进
制）的增加很有规律：x0的值等于2x，x1的值等于2x+1。

– 例如x=100，它的十进制值是4，右边添上0后为1000，它
的十进制值是8；右边添上1后为1001，它的十进制值是9

。

– 如x模3余1，则2x模3余2，而2x+1模3余3，即能被3整除
了。

– 又如有某个x模3余2，则2x模3余4，而余数4大于3，被3

除余1，所以2x模3余1；而2x+1模3余5，相当于模3余2。

• 经这样分析以后，除初始状态外，只需要设3个状态：模3

余0状态（即终结状态），模3余1状态，模3余2状态。



qs

0
S

1

0

q0

0能被3整除

q1

1

0

1模3余1

00能被3整除

01模3余1
q2

10模3余2

01

11能被3整除

100模3余1

1

101模3余2

1、构造一个DFA，它
接受的语言为{x|x∈{0，
1}*，且当把x看成二进
制数时，x模3与0同余}。

五、习题与思考：习题



2、设计一个Moore机，
∑={0，1}，若将输入
串看成一个二进制数，
要求在读入过程中，
能输出它已读过子串
的模3余数。

分析：因为模3余数只能有0，1，2三个值，因此取Δ={0，
1，2}，并且只设三个状态q0,q1,q2，分别对应这三种余数。

五、习题与思考：习题



3、有限状态机在现实

生活中其实随处可见，

用实现一个简单的有

限状态机-自动门。

要求如下：有一自动门，它可以被锁上，也可以开锁。

当门锁上时，某人可以在它的槽中塞进一枚硬币。这

样，门就会自动开锁，转变到开锁的状态；人通过后，

门就会自动锁上。

五、习题与思考：习题



4、构造自动机：顾客、店家和支付宝网三方之间的交互限于以下几种事件：
1、顾客告诉店家购买某种物品，决定预付款购物。 并将钱款转入支付宝。

2、顾客决定取消预付款。 顾客通知支付宝，把购物这笔钱保留在自己的银行帐号上。

3、店家送货给顾客。

4、顾客收到货后

       （1）确认付款。 通知支付宝将钱款划拨到店家帐号， 转到（5）

       （2）退货。把购物这笔钱保留在自己的银行帐号上，结束。

       （3）换货。寄回店家，店家重送货给顾客。

5、支付宝将这笔钱转帐。 把顾客购物这笔钱划拨给店家的帐号。

        以上的事件以及事件间在一定条件下转化的情况，可以表示成有限状态系统，
每个状态表示某一方所处的局面。

五、习题与思考：习题



选物品
预付款

已购物
送货

已收货

换货
更换物品

选物品
预付款

已购物

确认付款

认可物品

退货

不认可物品

换货

取消
选物品 已购物

确认付款

认可物品
转帐

交易结束

不认可物品

取消

取消

五、习题与思考：习题



五、习题与思考：思考

◆思考有限值逻辑网络与有限自动机的状态空间表达式的异同，并讨论这些不同
因素给有限自动机的分析带来哪些问题。

◆在半张量积的框架下，如何利用有限自动机对有限值逻辑网络进行建模、分析
与控制。

◆随着自动化生产规模的扩大和自动化程度的提高，以及物联网、大数据、云计
算和智能计算等领域的需求不断增加，这些自动化系统在建模、设计、分析和
控制过程中面临着复杂性增加、状态指数爆炸问题等巨大挑战。如何降低计算
复杂性、提升计算效率仍然是亟待解决的问题，目前有大量的研究人员投身于
这一领域中。



衷心感谢！

2023年暑期研修班
感谢聊城大学矩阵半张量积理论与应用研究中心的邀请

张志鹏

天津工业大学

2023年 8月15 日


	幻灯片 1: 有限状态机的代数建模与分析
	幻灯片 2: 提      纲
	幻灯片 3
	幻灯片 4
	幻灯片 5
	幻灯片 6
	幻灯片 7
	幻灯片 8
	幻灯片 9
	幻灯片 10
	幻灯片 11
	幻灯片 12
	幻灯片 13
	幻灯片 14
	幻灯片 15
	幻灯片 16
	幻灯片 17
	幻灯片 18
	幻灯片 19
	幻灯片 20
	幻灯片 21
	幻灯片 22: 带 转移的非确定型有限自动机
	幻灯片 23
	幻灯片 24: DFA与NFA的等价性
	幻灯片 25
	幻灯片 26: 用DFA模拟-NFA
	幻灯片 27: 用DFA模拟-NFA
	幻灯片 28: 用DFA模拟-NFA
	幻灯片 29
	幻灯片 30
	幻灯片 31
	幻灯片 32
	幻灯片 33
	幻灯片 34
	幻灯片 35
	幻灯片 36
	幻灯片 37
	幻灯片 38
	幻灯片 39
	幻灯片 40
	幻灯片 41
	幻灯片 42
	幻灯片 43
	幻灯片 44
	幻灯片 45
	幻灯片 46
	幻灯片 47
	幻灯片 48
	幻灯片 49
	幻灯片 50
	幻灯片 51
	幻灯片 52
	幻灯片 53
	幻灯片 54
	幻灯片 55
	幻灯片 56
	幻灯片 57
	幻灯片 58
	幻灯片 59
	幻灯片 60
	幻灯片 61
	幻灯片 62
	幻灯片 63
	幻灯片 64
	幻灯片 65
	幻灯片 66
	幻灯片 67
	幻灯片 68
	幻灯片 69
	幻灯片 70
	幻灯片 71
	幻灯片 72
	幻灯片 73
	幻灯片 74
	幻灯片 75
	幻灯片 76
	幻灯片 77
	幻灯片 78
	幻灯片 79
	幻灯片 80
	幻灯片 81
	幻灯片 82
	幻灯片 83
	幻灯片 84
	幻灯片 85
	幻灯片 86: 衷心感谢！

